
《平原》题解
Cage



暴力

对于 subtask 1，由于 k < 1，我们有 𝑘𝑥 + 𝑏 + 1 ≥ [𝑘 𝑥 + 1 + 𝑏]。所以可以先二分出 [k ⋅
0 + 𝑏] 的值。接下来不难用至多 𝑉 次，将 𝑘𝑥 + 𝑏 , 𝑥 ∈ [1, 𝑉] 的取值问出。

那如何求出 𝑘, 𝑏 具体值？考虑寻找单侧切线。

我们希望找到如图所示的红色直线（点集单侧的切线）。

如果找到，将其向上平移 𝜖 ≈
1

2𝑉
所得到的直线即为一条合法直线。

存在性证明：
求出上/下点集对应的凸包。我们将下凸包每条边，看作一条直线，这条直线

与对应的上凸包是否交的情况，必然为：1…10…022…2。

其中 1 表示沿 𝑥 正方向延长后与上凸包交，0 表示不与上凸包交，2 表示沿 𝑥
负方向延长后与上凸包交。0 代表的即为一条单侧切线。

如果不存在 0，那么可以找到 1，2 分界点，可以发现此时上凸包中存在一条
单侧切线。



暴力

当然对于 subtask 1，我们可以用一些更简单的方法通过。

由于公切线的存在性显然，我们可以找到公切线 𝐿 ，假设其经过 𝑥0, 𝑦0 , (𝑥1, 𝑦1)。

接下来进行一些扰动： 𝑥0, 𝑦0 + ϵ , 𝑥1, 𝑦1 − 𝜖 , 𝜖 <
1

𝑉2 ，找到经过这两个点的直线。

由于此时 𝑉 比较小，可以保证分母在 int 范围。



特殊性质

特殊性质：保证这条直线“差不多”是一条从原点出发的射线。

提供一个可以通过的做法：
引理：直线集合 𝐿 = {𝑙 ∶ 𝑦 =

𝑢

𝑉2 𝑥 + 𝜖} 划分出所有点集的等价类。

证明：𝑙0 ∶ 𝑦 = 𝑘𝑥 + 𝜖 划分的点集和 𝑙1 ∶ 𝑦 =
𝑘𝑉2

𝑉2 𝑥 + 𝜖 划分的点集相同。 𝑘 −
𝑘𝑉2

𝑉2 𝑥 <
1

𝑉
。

所以，我们去二分这个 𝑢，每次 check 离这条直线最近的点。这个点可以使用 Stern–Brocot
树求出。

询问次数的上界为 2log2𝑉 ，可以通过。



分析

我们进一步分析在 subtask 1 中提到的凸包的性质。

有结论：上/下凸包至多有 2 log2 𝑉 个点。

为什么？形如 𝑦 = 𝑘𝑥 的直线对应的上/下凸包至多有 log2 𝑉 个点。
证明：考虑凸包上的第一个点 𝑎, 𝑏  ，必然满足 𝑎 ≥

𝑉

2
 ，否则我们可以选择 (2𝑎, 2𝑏) 作为第一个点。

通过归纳不难得到 log2 𝑉 这个 bound。

那对于一般直线，我们可以通过平移变成两条形如 𝑦 = 𝑘𝑥 的直线 ，有 2 log2 𝑉 的上界。



分析

所以，我们可以将原问题看成 2 log2 𝑉 个特殊性质。（我们只关心在凸包上的点）

此时询问次数是 𝑂 (log2 𝑉 2) ，时间复杂度是 (log2 𝑉)3 可以通过 subtask 3,4。



随机化

基于上述的凸包的结构，作者实现了一种随机化。

大概是随机选取一个不在上/下凸包中的点，询问他是在上/下凸包，然后加入这个点。

但似乎不在凸包中的点并不好找到，作者似乎不会快速的 sample，所以并未将其作为正解。

subtask 5 是给线性 sample 的做法。

subtask 6 是给 𝑉 sample 的做法。



正解

首先二分出：𝐿 0 ≔ 𝑘 ⋅ 0 + 𝑏 , 𝐿(𝑉) ≔ [𝑘 ⋅ 𝑉 + 𝑏]。

这样，可以将直线 L 的解集限制在平行四边形 𝐴𝐵𝐷𝐶中。假设此
时对应的长宽分别为 𝑛, 𝑚。

我们首先考虑压缩这个平行四边形。如果 𝑛 < 𝑚，我们做压缩的

坐标变换， 𝑥, 𝑦 → (𝑥, 𝑦 − ⌊
𝑛

𝑚
⌋ 𝑥)。可以发现，这个压缩变换是保

平四内整点的。

特别的，如果
n

2
< 𝑚，我们可以进一步压缩， 𝑥, 𝑦 → 𝑥, 𝑦 − 𝑥 ，

所以不妨假设 𝑚 ≤
𝑛

2
。



正解

二分出直线 𝐿 交于红线的位置。（红线：过 𝐵, 𝐶 引一条平行于 𝑥 轴的直线）

如图中所示，直线 𝐿与红线交于的 𝐸𝐹, 𝐽𝐼。进一步，将解集
限制在的紫色平行四边形中。

可以用类似欧几里得算法的想法，将 𝑥, 𝑦 坐标翻转。

假设原先的长宽分别为 𝑛, 𝑚, 𝑛 ≤ 𝑚。
那么经过一次翻折后，新的长宽将会变为 𝑚′, 𝑛’ →
(𝑚′, 𝑛′ 𝑚𝑜𝑑 𝑚′) 其中 𝑛′ ≤ 𝑛, 𝑚′ ≤ 𝑚。那么可以发现最小值
每次减半，递归的次数是被 log2(𝑉) 控制的。

简单分析一下询问次数，一次二分的代价是： log2
ni

mi
，那么递归的总询问次数可以被控制在：

෍

𝑖=1

𝑘

log2

ni

mi
≤ ෍

𝑖=1

𝑘

log2 𝑛𝑖 − log2 𝑚𝑖 + 1 ≤ log2 𝑉 + log2 𝑉 = 2log2(𝑉)

那么总询问数将被 2 log2 𝑉 + 2 × 2 log2 𝑉 = 6 log2(𝑉) 控制。



正解

如何求解答案？

可以求出询问的点集构成的上/下凸包（这应和前文所说的凸包相同），然后找到单侧切线。

如果粗糙的实现，那么递归时的坐标变换和找单侧切线的时间复杂度都是𝑂((log2 𝑉)2) 的。

这足以通过此题。

但实际上，坐标变换可以通过维护 𝑥′, 𝑦′ = 𝑎𝑥, 𝑏𝑦 的 𝑎, 𝑏 来做到线性。

找单侧切线可以用双指针同样做到线性。（log2 𝑉）所以可以做到 O(log2 𝑉 log log 𝑉)。



花絮

背景是上写作与沟通时得到的（x）

十分感谢 Itst，qlr 帮忙验题！！

很抱歉没能做到理论最优（log2(𝑉4)）。（如果有会的选手请教教我QxQ）

祝大家 day2，day3取得好成绩！！！1
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