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1 题目大意

给定一张 n 个点 m 条边的带权有向图，保证图中任何简单回路1边权

之和 ≤ B，设 f(t, x) 表示是否存在一条 1 → t 边权和为 x 的途径2，求最

小的正整数 p，使得 ∃M, ∀x ≥ M, f(n, x) = f(n, x+ p)，即 f(n, x) 在 x 充

分大时的周期。答案对 109 + 9 取模。

之后我们在讨论 f(n, x) 的取值过程中，均默认 x 已经充分大。即序列

f(n, x) 裁去了前 W 个位置，满足 W 充分大且 lcm(1, 2, 3, . . . , B)|W。

2 数据范围

对于所有数据满足 2 ≤ n ≤ 5000, 0 ≤ m ≤ 104, 1 ≤ ui, vi ≤ n, 0 ≤ wi ≤
B ≤ 100。

子任务 1 (1 分): 神经构成的有向图是一张 DAG，即不存在任何简单
回路。

子任务 2 (8 分): n,B ≤ 10,m ≤ 15。

子任务 3 (11 分): 原图强连通。即任意一对神经节点间都可以通过神
经组成的有向路径互相可达。

子任务 4 (10 分): 存在至少一条包含点 n 的简单回路。

子任务 5 (19 分): 所有的简单回路点集互不相交，且总长度两两互质。
子任务 6 (9 分): 所有的简单回路点集互不相交，且总长度均为质数的

若干次幂。

子任务 7 (18 分): B ≤ 30。

子任务 8 (24 分): 无特殊限制。

1简单回路：一个首尾相接的有向边序列，满足所有边的终点互不相同。
2途径：一个可以重复的有向边序列，满足每条边的终点是下一条边的起点。
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3 解题过程

3.1 子任务 1

该子任务保证原图是一张有向无环图。

注意到必须要存在一条回路才能无限延长一条途径，而图中没有任何

回路，所以 f(n, x) 恒为 0，输出周期 1 即可。

3.2 子任务 2

该子任务保证 n,B ≤ 10,m ≤ 15。

注意到任意一条途径总是可以拆成一条简单路径和若干条简单回路，

考虑延长现有的有向途径构造。设一条长度为 L 的途径与 c 条简单回路相

交，设 c 条简单回路长度分别为 l1, l2, . . . , lc。由于简单回路的部分可以分

别重复任意多次，利用裴蜀定理容易证明，当 x 充分大时，途径总长度可

以延长取到 x ≡ L (mod gcd(l1, l2, . . . , lc)) 的所有 x。以下我们称一条途径

的 gcd(l1, l2, . . . , lc) 为该途径的周期。
由于图中简单回路长度最多为 B，所以一条途径的周期也 ≤ B，因此

FB = lcm(1, 2, 3, . . . , B) 一定是 f(n, x) 的一个周期。利用矩阵快速幂/动态
规划等手段模拟足够多轮后，提取 f(n, x) 的一个长度为 FB 的区间，其最

小整周期就是答案。
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3.3 子任务 3

该子任务保证原图强连通。

由强联通性，我们可以构造出一条途径经过所有的顶点，因此我们可

以使用所有的简单回路延长这条路径。由子任务 2 中的分析，我们可以知
道强连通图的答案就是所有简单回路长度的 gcd。同时由于所有回路可以
分解成简单回路，所以问题亦即求所有回路长度的 gcd。

考虑如下算法：取出原图任意一颗以 1 为根的外向生成树，记 disu 表

示只经过树边 1 → u 的路径总长度。我们断言，对于所有非树边 e，we −
(disve − disue) 的 gcd 就是所有回路长度的 gcd。

我们可以从两方面说明上述结论。设答案为 g，上式结果为 d。

一方面首先有 d|g，因为对于任何一条简单回路 C，有 d|
∑

e∈C we −
(disve − disue)，可以推出 d|

∑
e∈C we。

另一方面由强联通性，存在 v → 1 的一条途径，这条途径和 1 → v 的

长度为 disv 的途径组成了一条回路。由 g 的定义这条回路的长度是 g 的倍

数。此时 we − (disve − disue) 在模 g 意义下同余于 u → v、v → 1、1 → u

拼接成的一条回路，长度同样是 g 的倍数，因此有 g|d。
综上所述 d = g，该算法可以求出正确结果。时间复杂度 O(n+m)。

由于周期大小 ≤ B，利用 bitset优化暴力递推可以 O(mB
ω
)找到经过一

个点的所有回路长度 gcd，同样可以通过。注意需要处理零权回路的问题。

3.4 子任务 4

该子任务保证存在一条简单回路经过 n。

考虑如何利用子任务 3 中分析出来的性质，我们首先对有向图进行
SCC 缩点。对于图中的每一个 SCC，我们运行子任务 3 中的算法求出其中
所有回路长度的 gcd。

设 x 所在 SCC 所有的回路长度 gcd 为 gx。此时，由于任何到达 n 途

径必然经过点 n，所以答案一定是 gn 的因子。

由于 gn ≤ B，从 1 开始进行记忆化搜索，对于每一个点 x，得到一个

长度为 gn 的数组 visx,r 表示是否存在 1 → x 的途径长度在模 gn 意义下同

余于 r。答案即是 visn 数组的最小整周期。
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3.5 子任务 5

该子任务保证所有简单回路无交，且长度两两互质。

首先与子任务 4中的处理相同，我们先执行 SCC缩点找出线性地每一
个 SCC 的周期；利用子任务 3 提到的 bitset 做法也可以在 O(nmB

ω
) 的时间

内完成这一步。

接下来我们枚举 t = 1, 2, . . . , B 从点 1开始记忆化搜索，求出数组 S ′
x,t,r

表示是否存在 1 → x 的途径长度模 t 余 r。接下来从每个周期非零的 SCC
开始记忆化搜索，当搜索进入另一个 SCC 时将当前的 t 与当前 SCC 的周
期取 gcd，求出数组 Sx,t,r 表示是否存在 1 → x 的途径周期为 t，长度模 t

余 r。注意第二步搜索时只能从 S ′
x,t,r = 1 的状态开始搜索。

我们可以发现，最终 f(n, x) 形态形如对于每个 t 将 Sx,t 复制无穷份拼

接起来，所有串的按位或，我们对 Sx,t 所有位置取反转化为按位与。此时

我们的问题就完全转化为了一个数论问题，在模一些给定的数 t 的情况下，

余数只可能属于给定的集合。求满足该条件的解的结构（循环节）。

接下来的所有子任务开始时我们都需要运行上述算法求出取反后的

Sx,t，之后不再复述该过程。

对于 Sn,t,r = 1，如果满足 ∃k, f(n, kt+ r) = 1，我们就称 Sn,t 的第 r 位

是有效的。在本子任务中，所有周期 t 是两两互质的，如果不存在 Sn,t 所

有位置都是 0，那么所有为 1的位置都是有效的。我们可以对于每一个 t任

取一个 r 满足 Sn,t,r = 1，由中国剩余定理可知可以解出一个位置 x 满足所

有的 x ≡ r (mod t)，有效性得证。

现在我们考虑对串 Sn,t 做压缩操作，对于每一个串求出其最小整周期

t′，将 Sn,t′ 与 Sn,t 的前缀取与后忽略原来的 Sn,t。此时所有有用的周期 t要

么是 1，要么两两互质。如果 Sn,1,0 为假直接输出 1，否则我们断言答案等

于剩余所有周期的 lcm。
设答案为 T，如果 f(n, x) 存在更小的周期 T ′，有 T ′|T，由于 T 是所

有剩余周期的最小公倍数，所以存在一个周期 t 满足 t ∤ T ′。由压缩的过程，

我们已经排除了存在全 0 串的情况，因此 St,r 所有位置都有效。那么对于

Sn,t,r = 1，我们找到 k 满足 f(n, kt + r) = 1，由周期 f(n, kt + r + T ′) =

f(n, kt+r) = 1，所以 Sn,t,(r+T ′) mod t = 1。此时 Sn,t具有一个大小为 gcd(T ′, t)

的周期，与我们已经将 Sn,t 压缩到最小整周期矛盾！
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3.6 子任务 6

该子任务保证所有简单回路无交，且长度都是质数的若干次幂。

本子任务与子任务 5 之间的区别在于周期 t 之间可能由互相整除的关

系，我们考虑如何去除这种关系。

对于两个周期 t′, t 满足 t′|t，将 Sn,t′ 复制 t
t′
次，拼接起来之后与 Sn,t

求与，然后忽略 Sn,t。重复上述过程直到所有的 t 两两互质或者出现全 0

串，然后套用子任务 5 的结论即可。

3.7 子任务 7

该子任务保证 B ≤ 30。

考虑当 t 不满足两两互质的性质时，存在部分满足 Sn,t,r = 1 实际上是

无效的。因为去除无效的位对答案没有任何影响，而去除所有无效的位之

后，套用子任务 5 最后一部分的分析，对所有周期进行压缩之后所有周期
的 lcm 就是答案。问题转化为判断每一个位的有效性。

一个位有效，当且仅当将其所属的周期对应的 01 串只保留这一个位置
为 1 之后仍然存在至少一组解。所以有效性判定可以转化为多次有解性判
定，我们先考虑如何进行有解性判定。一个简单的想法是暴力，枚举 x 从

1 枚举到模数的 lcm 所有整数，检验 x 是否满足同余条件。

注意到模数两两互质的情况下有解性判定是极其简单的，我们考虑如

何把一般的问题往模数两两互质的情况转化。定义小质数 p 为满足 p2 ≤ B

的质数，大质数则相反。我们考虑结合暴力算法，只暴力枚举 x 在模小质

数的若干次方意义下的结果。在 B ≤ 30 的情况下，就是枚举 x 在 I =

24× 33× 52 = 10800 意义下的结果 r′。设 x = yI + r′，对于原同余方程，形

式现如 yI + r′ ≡ r (mod t)，由一次线性同余方程的分析方法，该方程可以

转化为一个关于 y 的、模数为 t
gcd(t,I) 的方程。注意到

t
gcd(t,I) 要么是大质数

要么是 1，有解性容易判断。

接下来考虑到对于每一个位置判定其有效性，时间复杂度较高，但是

我们可以考虑全局枚举 x 对 I 取模后的结果，然后整体维护所有位置的有

效性，复杂度可以接受。
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3.8 子任务 8

该子任务无特殊性质。

考虑子任务 6 提示我们，如果模数之间要么互质要么整除，依然是可
以快速解决有解性问题的。因此我们不一定需要枚举小质数的所有幂次。考

虑对于所有小质数的幂次折半，在 B ≤ 100 的情况下，枚举模 I = 23 ×
32 × 5 × 7 = 2520 意义下的结果。注意到此时 t

gcd(t,I) 要么是大质数，要么

是小质数的若干次方，套用子任务 6 的做法判定有解性。
可以发现该做法同样能通过全局枚举模 I 意义下的结果优化复杂度，

如果仍然暴力枚举每一位判断有效性，则只能获得子任务 7 之前分数。
综上所述，我们得到了一个时间复杂度为 O((n + m + I)B2) 的做法，

进而解决了整个问题。

4 命题思路

本题改编自 2024“钉耙编程”中国大学生算法设计超级联赛第四场的
一道赛题《矩阵的周期》。这一道题相当于本题 n ≤ 60，边权均为 1 且需要

对于每一对点都输出答案的版本。原题给出的官方解法是注意到过少的点

数、过小的边权构造不出足够大的环，因此答案的上界比较小，通过恰当的

手段对矩阵进行递推之后利用 KMP 算法找出最小周期。这个做法没有足
够深入到问题的本质，存在进一步思考的空间。

我在做这一道赛题时没有注意到答案较小的性质，仔细分析之后很快

将其转化成了上述的数论问题，然后猜测对同余方程进行压缩之后的最小

公倍数就是答案（即子任务 5 中的想法）。进行一定对拍之后，我发现了该
结论的错误之处，并引入了“有效性”的概念，修正并证明了原结论。

在研究如何判定一个位置的有效性的过程中，我发现这需要的方法与

我在 NOI赛前的训练中遇到过的一道来源于 ICPC2019 WF的试题《Traffic
Blights》颇为类似，便有了正解中枚举答案在模 I = 2520 意义下余数的想

法。
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