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1 题目描述

给定两个集合 S1, S2，定义一个长度为 3n 且仅包含 ABC 三种字符的串
s是好的，当且仅当存在一种方案将 s划分成 n个长度为 3的子序列，且这

n 个子序列都是 ABC，BCA 或 CAB。设 n 个子序列中 ABC 的个数为 x，BCA
的个数为 y，还要求 x ∈ S1, y ∈ S2。

现在有一个长度为 3n的字符串 s，字符串中仅包含 ABC?四种字符，你
需要计算将所有 ? 都分别替换成 ABC 三个字符中的某一个的方案，使得串
s 是好的。

对 232 取模。T 组测试数据。

2 数据范围

Subtask 分值 特殊限制

1 20 s 中没有 ?，且 |S1| = |S2| = n+ 1

2 20 s 中没有 ?
3 10 s 中只有 ?，且 |S1| = |S2| = n+ 1

4 20 |S1| = |S2| = n+ 1

5 30 无特殊限制
对于所有数据，保证 T = 60。对于每个测试点内的第 i 组测试数据，

保证 n = i。
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3 评分细则

你可以选择是否回答每组数据。对于每组数据，会根据你的输出给出

你在这组数据上的评分系数 p ∈ [0, 1]。首先，你的程序需要正常结束并且

所有你选择回答的答案均正确，否则 p = 0。在此基础上，记 d 为在所有数

据中你的程序选择回答的最大的 n，则有

p =



1
20
d d ≤ 5

1
4
+ 1

50
(d− 5) d ≤ 15

9
20

+ 3
200

(d− 15) d ≤ 35

3
4
+ 1

100
(d− 35) d ≤ 60

p 与 d 的大致图像如下图所示。



4 解题过程 4

4 解题过程

本题为 AGC055D 的加强版。接下来会以两个不同的角度来刻画这个
问题。

4.1 角度一

4.1.1 算法 1.1

考虑对于一个已经确定的 s 怎么判定是否合法。

枚举 x, y 表示最终序列中 ABC和 BCA的个数，记 po,i 表示 s序列中第 i

个 o字符，则会贪心地将 pa,i 分配给第 i个 ABC，对于 BCA，CAB同理。在分
配完第一个字符后，仍可贪心地分配第二、三个字符，也即将 pb,y+i, pc,n−x+i

分配给第 i 个 ABC，其余同理。
因此只需要枚举 x, y，最优的分配方式是确定的，于是可以 O(n3) 判

定某个字符串 s 是否合法。可以通过子任务 1, 2，获得 40 分。

4.1.2 算法 1.2

考虑给定 x, y 如何计数，则上面的最优分配方案可以转化为对于 pa,i

和 pb,y+i 等的顺序限制，然后设 fa,b,c 表示当前填了前 a 个 A，b 个 B，c 个

C 的方案数。这个 DP 是 O(n3) 的。

然后对于一般的情况，只需要枚举哪些子集对是合法的，容斥即可计

算答案。注意到如果两个子集 max 加起来大于 n 肯定是无解的，因此只有

O(2nn) 个子集对需要计算，时间复杂度 O(2nn4)，可以通过 n ≤ 15，期望

得分 45。

4.1.3 算法 1.3

算法 1.2是指数级的，我们尝试优化枚举集合的过程。考虑 |S1| = |S2| =
n + 1 的情况，假设现在 ABC 个数的子集已经确定，则前 i 个 A 已经确定
了。在考虑要将哪些 B 分配进去的时候，会对于 y 有一个限制，可以表示
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为 y 要大于某个值。对于剩下的分配，限制也总能表示成 y 要大于某个值

或者 y 要小于某个值。换而言之，y 的取值是一个区间。

在得到这个结论以后，只需要判定 y 取值区间非空即可。对于这样的

判定，可以使用点减边容斥：枚举每个 i ∈ [0, n]，计算 y = i 合法的方案

数，然后对于每个 i ∈ [1, n]，减去 y = i − 1, y = i 同时合法的方案数，即

可得到 y 取值区间非空的方案数。对于不满足特殊性质的情况，只需要将

所有 S1, S2 中的元素拿出来做这个容斥即可。

同理，对于 x 的枚举也可以应用这样的优化，因此总共只需要枚举

O(n2) 个集合对，时间复杂度 O(n5)，常数较大，笔者的代码在互测 OJ 上
用时 2.7s 左右，期望得分 95 ∼ 100。

4.2 角度二

4.2.1 算法 2.1

仍然考虑判定一个确定的 s，不同的是加上特殊性质 |S1| = |S2| = n+1

考虑。我们有如下引理：

引理 1. 记 sumo,i 为 s 序列前 i 个数 o 字符的出现次数，记

A = max
1≤i≤3n

suma,i − sumc,i

B = max
1≤i≤3n

sumb,i − suma,i

C = max
1≤i≤3n

sumc,i − sumb,i

则序列合法充要于 A+B + C ≤ n。

证明. 首先证明必要性。在 ABC、BCA、CAB 中，只有 ABC 中 A 出现在 C 前
面，因此，A ≤ ABC 的出现次数。对于 B,C 同理。由于 ABC、BCA、CAB 总
出现次数为 n，可以得到 A+B + C ≤ n。

然后证明充分性。考虑将第 i 个 A，第 i+ B 个 B，第 i+ B + C 个 C
组合在一起（如果超过 n 视作循环）。如果 i + B 没有循环，根据 A,B,C
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的定义，第 i 个 A，第 i+B 个 B，第 i+B +C 个 C，第 i+A+B +C 个

A 在序列上依次排布。又因为 A+B +C ≤ n，所以这些字符在同一个周期

内，放到原序列上就是轮换的。

因此我们得到一个 O(n) 判定某个字符串是否合法的方法，期望得分

20。

4.2.2 算法 2.2

考虑将上述引理扩展到更一般的情况。具体的，我们有如下引理：

引理 2. A,B,C 定义同引理 1 且满足 A + B + C ≤ n。对于每个三元组

(x, y, z) 满足 x + y + z = n, x ≥ A, y ≥ B, z ≥ C，都满足存在一种对 s 的

划分使得恰好划分成 x 个 ABC，y 个 BCA，z 个 CAB。

证明. 考虑对 n 归纳。假设当前 s 长度为 3n 并且满足 A+B +C ≤ n。对

于 A+ B + C = n 的情况由引理 1 已经成立。对于 A+ B + C < n，选取

第一个 A，这个 A 后第一个 B，这个 B 后第一个 C 组成一个子序列。如果
选不出来会得到 A + B + C ≥ n，这是矛盾的。在将这个子序列删除之后，

B,C 均不会改变，A 至多减少 1。对于选择子序列 BCA 以及 CAB 是同理的，
归纳成立。

通过这个结论就可以 O(n) 计算更一般的情况了，期望得分 40。

实际上，引理 2 与角度一中“取值是一段区间”的结论是对应的。

4.2.3 算法 2.3

考虑进行 DP，设 fa,b,c,A,B,C 表示填了前 a 个 A，b 个 B，c 个 C，最大
值为 A,B,C 的方案数。时间复杂度 O(n6)，常数极小，可以通过 n ≤ 25，

期望得分 60。
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4.2.4 算法 2.4

只需要在算法 2.3 的基础上对这个 DP 进行优化。枚举最终 A,B 的值

是什么，则可以求出 C 的上界。记 fa,b,c,0/1,0/1 表示填了前 a 个 A，b 个 B，
c 个 C，且前两个上界是否达到的方案数，时间复杂度降至 O(n5)，常数不

大，笔者的代码在互测 OJ 耗时约 1.3s，期望得分 100。

4.3 总结

角度一是笔者最开始的做法，并不需要给出一个精确的刻画，通过比

较多套路性的观察解决了这个问题。角度二中引理 1 是原题题解给出的做
法，比较精确地刻画了合法的充要条件，引理 2 是笔者与集训队成员刘海
峰讨论后得到的扩展，并获得了更小的常数。两个角度殊途同归，并且某些

结论存在比较强的关联，最终的代码实现也比较类似。

5 参考资料

AGC055D
AGC055D 官方题解
本题在命制过程中有过与刘海峰、郑钧、陈昕阳的交流。

https://atcoder.jp/contests/agc055/tasks/agc055_d
https://atcoder.jp/contests/agc055/editorial/2841
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