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树形图 题解

xiaolilsq

2024 年 7 月 20 日
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题意简述

对于一个有向图，称一个点是根当且仅当它到其他所有点的简单路径唯一。
称一个点为一类点当且仅当它可以作为根。
称一个点为二类点当且仅当它不是一类点，且可以删除若干遍，在保证原来一类点仍然为
根的前提下它也可以成为根。不同点是否为二类点的判断独立。
称一个点为三类点当且仅当它不是一类二类点。
给定一张 n 个点 m 条边的有向图，要求将其中点分类。
时间复杂度需要做到线性。
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算法一

我会暴力枚举！
或者其余乱搞。
期望得分：5。
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算法二

我会性质 A！
性质 A 保证没有一类点，所以判断二类点时可以任意删除边，注意删边只会让连通性变弱，
所以一个点要是二类点必须要能够到其余所有点，然后我们直接保留它的 dfs 树上的树边
即可让其成为根，由此这是充要的。
可以使用 Tarjan 算法缩点之后判断，但是更简单的办法是利用 Kosaraju 的思想，直接依
次枚举每个点开始遍历图，如果有能够到达所有点的点，那么最后一个退栈的点一定可以
到达所有点，然后在反图上 dfs 一遍即可找到整个可行的强连通分量。
结合算法一期望得分：15。
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算法三

我会判断根！
考虑什么样的点是根，如果 r 是根首先要能够到达所有点，直接以 r 为根 dfs 出一棵树，
考虑这棵 dfs 树上可能有返祖边、横向边、前向边三种非树边，注意到前向边和横向边只
要存在立即出现矛盾，而非树边只有返祖边的时候归纳法证明 r 到其余任意点简单路径唯
一，于是这是充要的。
由此我们直接枚举每个点 dfs 一遍即可判断它能否成为根，也就是找到所有一类点，性质
B 保证没有二类点，剩余的都是三类点。
于是可以过性质 B 的 O(n2)。
结合算法二期望得分：25。
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算法四

我会通过一类点找一类点！
在继续之前我们先证明一个小引理，如果 u 到 v 的简单路径唯一且经过了 w，那么必然有
u 到 w 简单路径唯一，w 到 v 简单路径唯一。
不妨假设 u 到 w 路径不唯一，设 u → w,w → v 路径分别为 p1, p2，而 u → w 的另一条路
径为 p3，我们取 p3, p2 的交在 p2 中最靠后的一个点，按照这个点把 p3, p2 截断得到一条新
的 u 到 v 的路径。同理 w 到 v 路径唯一。
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算法四

观察部分分发现特殊性质 C 给出了一个一类点，这启发我们用一个一类点去找到其它所有
一类点。
以一个一类点 r 为根 dfs 得到 dfs 树，那么其中的非树边只有可能是返祖边。
一个点 x 要是一类点首先要能够到达 r，所以 x 子树内部必然有至少一条边可以走出整个
子树，由于只有返祖边这条边必然是走到 x 的祖先处。
如果有多条边可以走出 x 子树，那么 x 到深度更深的那个点就至少有两条简单路径了，矛
盾，由此 x 子树内部必然只有一条可以走出整个子树的边，下文简称为出子树边，出子树
边连到的那个点简称为出子树点。
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算法四

如果 x 子树内只有一条出子树边，且该边刚好连到 r，那么可以看出 x 也是一类点。
由此我们猜测：x 是一类点当且仅当 x 子树内部只有一条出子树边，且该边连向一个一类
点。
必要性：x 有多条出子树边前面已经说过；x 有一条出子树边到了 y，如果 y 到 z 有多条路
径，首先由一类点 dfs 树的性质知 z 不在 x 子树内部，由此 z 在子树外部，从而 x 到 z 的
路径必然经过 y，和引理矛盾，如果 y 无法到 z 那么 x 也无法到 z。
充分性：我们直接把 x 到 r 的路径提取出来，然后观察树边和返祖边性质即可。
由此我们可以通过一个一类点找到所有一类点，可以过性质 B 与 C 的 O(n)。
结合算法三期望得分：35。
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算法五

同样以一个一类点 r 为根建 dfs 树，找到所有一类点，由此所谓的判断二类点删边时需要
保证一类点仍然为根就是要保留所有一类点为根 dfs 树的树边，对应在这棵 dfs 树上就是
若干返祖边和所有树边，称这些边为必要边。
如果在只保留这些必要边的前提下一个非一类点 x 子树内部已经有多条出子树边那么 x 只
能是三类点；如果只有恰好一条出子树边，那么必然连向一个一类点，由此 x 是二类点；
否则我们看那些非必要边，那么 x 为二类点当且仅当 x 子树内部存在一条非必要边连出子
树到达一个二类点或者一类点。
结合算法四，额外过性质 C 的 O(n) 以及无特殊性质的 O(n2)。
期望得分：55。
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算法六

我会找一类点！
如果图中存在一类点，那么必然存在至少一个点能够到其它所有点，任取这样的一个点 r，
以 r 为根建立 dfs 树 Tr。
Tr 中除了树边还可能有有返祖边，前向边，横叉边，其中横叉边和返祖边都是连到 dfs 序
更小的点，由此出子树点 dfs 序必然更小。
我们考虑一个点 x 如何才能是根，首先它必须可以到达 r，找到 x 到 r 的唯一路径，如果
在 x 到 r 的路径中走了非树边，那么我们称该非树边为关键边，且该边连接的下一个点为
关键点，同时 x 也是关键点。
事实上这些非树边必须要是对于前一个关键点而言的出子树边，而关键点也是出子树点。
不妨将这些关键点按照经过顺序顺序排列为 x = x1, x2, . . . , xm = r，那么 dfs 序在这条关键
点列上面必然是递减的。
我们可以根据这些关键点将树分成 m 个区域，每个点被分配到它往上最近的关键点处，那
么我们可以由此得到以 x 为根的一棵外向树 Tx，其中 Tx 的树边为所有关键边以及没有跨
越不同区域的 Tr 中的树边。
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算法六

首先对于每个关键点 xi，要求其子树内部最多只有一条出子树边。
若有多条边，只有其中一条可以到达 r，不妨设另一条边为 u → v，通过找到 x 到 v 的两条
简单路径导出矛盾。
首先 u → v 在 Tx 上不是树边，只能是返祖边，从而有 Tx 上 v 是 u 的祖先，存在一条不
经过 u 的 x → v 的路径。
然而出子树点的 dfs 序都是更小的，所以 v dfs 序比 xi 小，v 不能出现在 x → xi 中，从而
x → xi → u 必然不经过 v，从而 x → xi → u → v 是另一条 x → v 的路径导出矛盾。
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算法六

由 xi 出子树边的唯一性知我们可以立即很好地唯一确定这 m 个关键点 x1, x2, . . . , xm：xi+1

就是 xi 唯一的出子树点。
接下来考虑 Tr 中的每条边对于 Tx 的影响（同样按照 m 个关键点将图分成 m 个区域）。
对于同一个区域内部：前向边或者横叉边不能存在，返祖边可以存在，树边显然合法。
对于跨越不同区域的非关键边：

▶ 如果是返祖边，由于其是非关键边，所以说明该区域关键点有至少两条出子树边矛盾；
▶ 如果是前向边或者横叉边，那么这些前向边和横叉边的终点必须落在 x 到 r 的路径上；
▶ 如果是树边显然合法。
上述所有条件事实上是充要的，接下来的难点是如何转化成比较好做的形式。
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算法六
具体做法如下：

1. 任取一个可以到所有点的点 r，如果不存在显然没有答案，以 r 为根反向 dfs 建立 dfs
树 T2，同时对于每个点规定其到父亲的边为特殊边（或者说，T2 中的树边即为特殊
边）。

2. 以 r 为根正向 dfs，其中对于每个点如果其有连出去的特殊边那么特殊边必须最后枚
举，将这些点建立 dfs 树 T1。

3. 首先要求 T2 中的特殊边必须是 T1 中的树边/横叉边/返祖边，如果不行该边在 T2 中
对应的整个子树都不合法。

4. 对于 T1 中每条横叉边 u → v，所有根必然在 T2 中 v 的子树内。
5. 对于 T1 中每条前向边 u → v，所有根必然在 T2 中 v 的子树内。
6. 若在 T2 中某条边对应的是非树边，那么若这条边连过去的那个点在 T1 子树内有多条
出子树边，那么该边在 T2 中对应的整个子树都不合法。同时所有根还需要保证其 T1

子树内恰有一条出子树边。且上述路径必须和 T2 中一致。

基本思路是条件 1235 共同保证区域内部没有前向边，且跨越不同区域的前向边终点落在
x → r 路径上；条件 4 保证区域内部没有横叉边，且跨越不同区域的横叉边终点落在 x → r
路径上；条件 6 保证关键点出子树边唯一。
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算法六

若某个点 x 在以上条件中都判定为合法，则 x 必然可以顺着每次子树内部唯一出去的边一
路走到 r，同样按照关键点的定义划分各个区域。
▶ 对于树边，若同一个区域合法；若不同区域按照关键点排列的规则合法。
▶ 对于前向边 u → v，同一个区域不可能，具体而言 v 必然在 x 到 r 的路径上，而要 u, v
同一个区域必然有 u, v 属于同一个关键点，且该关键点通过 v 的某个儿子出去，而
u → v 要是前向边必须有该边是最后遍历的，这与条件 2 矛盾；不同区域则同样按照
关键点排列规则合法。

▶ 对于横叉边 u → v，必然有 x → v → r，则看 u 所在的关键点 w，若 w 是 v 的祖先，
则为 x → v → w → r，该横叉边合法，若 w 不是 v 的祖先，要么 x → w → v → r，此
时 w 内部唯一出子树边必然是 u → v，该边合法，要么 x → v → w → r，注意到
u → v 是 w 的出子树边，从而 w dfs 序大于 v dfs 序，而 w 是关键点，矛盾。

▶ 对于返祖边 u → v，若 u, v 在同一个区域内部合法；若在不同区域考虑 v 上方的关键
点，该边为出子树边，为关键边所以合法。
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算法六

若某个点 x 在以上某个条件种被判定为非法。
▶ 若 1 中被砍掉，说明到不了 r 非法。
▶ 若 6 中被砍掉则不满足关键点出子树边唯一。
▶ 在 3 中被砍掉，说明它到 r 的路径上存在两个可能经过的点 u, v 间有多条路径非法。
▶ 若在 4 中被砍掉，那么说明 x 到 r 不需要经过 v，从而在不走 u → v 的时候可以找到
一条 x 到 v 的路径，而同样可以找到一条 x → u 的路径并且不经过 v，从而再走以下
u → v 即找到两条 x 到 v 的路径。

▶ 若在 5 中被砍掉，则同样地说明 x → v 一条，还有 x → u 且不经过 v，再走一下
u → v 即找到两条 x 到 v 的路径。

xiaolilsq 树形图 题解 2024 年 7 月 20 日 15 / 18



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

算法六

综上结合算法五时间复杂度 O(n)。
期望得分：100。
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算法七

我会随机化！
求求大家收了随机化这个神通吧！完全卡不掉啊！不会又有人随机化过了吧。。。
好，看起来没啥人写，随机化败！
期望得分：0 ∼ 100。
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吐槽环节
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