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《封印》命题报告  
题目大意  

你是一名大魔法师，现在遇到了  只怪物，第  只怪物的出现时间为 ，有经验值 。对于怪物 ，你可以选
择一个实数 ，并在  时间内施展封印术控制这只怪物。特别地，如果 ，表示你没有对这种

怪物施展封印术。由于人是有极限的，在同一时刻，你最多对  个怪物施展法术，  为给定常数。

由于你已经很久没有使用过封印术了，在  时刻你的熟练度为 。对于怪物 ，如果 ，那么你就成功封印了这

只怪物，所以在  时刻你的熟练度就会增加 ；如果 ，那么怪物就会在  时刻攻击你，使得熟练度重置为 
。

在任意时刻，设此时熟练度为 ，你可以选择施展终极秘术，将时间线上的所有的  只怪物变成  枚金币，并带着
它们离开。如果同一时刻发生多个事件（熟练度增加、熟练度重置、终极秘术），它们之间的生效顺序可以任意安

排。

现在，请求出你最多能带着多少枚金币离开。

数据范围  

对于所有数据，  均为正整数， ，且保

证  构成  的排列。

各子任务特殊约束及分值如下：

解题过程  

算法一  

下文中“区间 ” 指怪物  或者区间 ，称  为区间的权值。

首先考虑指数级算法。枚举集合  表示最后权值计入答案的区间。设 。为了使  合

法，所有  的区间在  内的部分均需被封印，且所有  中的区间均需被完整封印，其余区间均可被
完全放弃（即在  被放弃）。

进一步地，可以认为  的区间也被完整封印，因为如果大于  的时刻出现超过  个这种区间，那
么它们也会使  时刻不合法。

检查是否存在时刻被覆盖超过  次即可。
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时间复杂度 ，期望通过子任务 1。

算法二  

先考虑所有区间权值均为  的情况。

上面的朴素算法提供了思路，最后计入答案的区间集合数量是指数级的，但集合对应的  很少。

枚举 ，区间可被分为六类：

1.  类： ；

2.  类： ；

3.  类： ；

4.  类： ；

5.  类： ；

6.  类： 。

其中，  类区间一定被完整封印，同时  类区间必须计入答案。除此之外，可以完整封印一些  类区间以使答
案更大。

定义  合法当且仅当所有  类区间没有使得一个时刻被覆盖超过  次，容易发现对于固定的 ，合法的 
 一定是  开始的若干连续正整数。进一步，如果  和  均合法且 ，那么  对应答案

一定不劣。证明如下：在  最优答案中的  类区间集合 ，那么  相对于  多出的  类区
间都有 ，所以它们和  中的区间都不交，故在  时选择  中的所有区间也合法。

现在要考虑的  只有  个，注意到  随  增大单调不减，故可以用尺取法加上线段树来  求出
这些 。

对于每个 ，显然取的  类区间按  排序后一定是一个前缀。所以对于这  个 ，分别将对应的  类
区间按  从小到大尝试加入即可。

时间复杂度 ，期望通过子任务 2。

算法三  

算法二的瓶颈在于每次重新尝试加入  类区间，现在考虑在尺取过程中维护。尺取可以拆成  右移和  右移，下面
分开考虑会对区间类别产生什么影响。

 右移：(a) ；(b) ；(c) 。

 右移：(d) ；(e) ；(f) 。

记答案中选取的  类区间集合为 ，所有  类区间集合为 。

(a) 中如果被移除的  类区间如果在  中，移除后显然最多再加入一个  类区间到  中。用小根堆维护所有不在  中
的  类区间，尝试加入  最小的那个即可。

(b)(c) 都可以看作是先删除了一个  的  中区间。这其实和删除一个  中的区间产生的影响类似，可以说明此
时也只会再加入一个区间到  中。对于 ，还要再加入一个  类区间。此时如果它的  比  中最大的  小，将它
加入 ，然后若产生不合法则删去  中  最大的区间，这部分可以用大根堆维护  中区间；否则加入小根堆，并尝
试将堆顶加入 。

(d) 由于这个发生改变的区间满足 ，所以不会将  中的区间“顶替掉”。只要把它加入小根堆，并尝试加入当前 
 最小的  类区间即可。
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(e) 不会使  产生任何改变只需要把这个区间权值计入答案即可。

(f) 会向  中加入一个区间，上面算法二已经说明了不会影响 。

以上单步维护均为 ，总时间复杂度 ，期望通过子任务 2,3。

算法四  

现在考虑  没有特殊限制的情况，尝试扩展算法二。

尺取的正确性显然，区别在于现在不能按照  排序了。一个自然的想法是按照  从大到小贪心加入，下面证明这是
对的。

固定 ，设  类区间为 。注意到这个结

论和 Kruskal 最小生成树算法很类似（事实上，这本质上是因为二者都是拟阵），考虑类似的归纳证明：对于 
，贪心加入前  个区间后得到的集合  一定是某组最优解  的子集。

1.  时  显然成立；

2. 假设  时成立，考虑向  中加入  得到 ，如果加入失败或加入成功且这个区间在 
 中，令  即可说明此时命题成立。否则，考虑将第  个区间加入  得到 ，此时  

必然不合法。由于只保留  中编号不超过  的区间合法（这是因为  在贪心中成功加入了），而
且此时被覆盖次数最多的时刻一定被覆盖恰好  次，所以一定可以通过删除  中恰好一个编号大于 

 的区间，使得  合法。由删除的区间的权值不超过  知删除后  的权值和不会比  小，故 
 也为一组最优解。

有了这个贪心，就可以类似算法二做到 ，期望通过子任务 1,2,4。

这个贪心也可以说明在  时，将  类区间以任意顺序尝试加入都是正确的。进一步，这也说明所有权值和最大
的合法  的区间个数相同且是所有合法方案中区间个数的最大值。

算法五  

考虑  比较小的情况，尝试扩展算法四。

注意到所有  区间，都覆盖  或者右端点与  重合，故算法四中计入答案的  类区间只有  个。如果能找出这
些区间的同时不遍历其它区间，就可以得到更优的复杂度。

设  为最小的被覆盖了  次的时刻，容易发现此时可以加入的   类区间即为所有  的  类区间，这些区
间中  最大的即为下一个加入答案的区间。

 和所有  类区间容易用线段树维护，时间复杂度 ，期望通过子任务 1,2,4,5。

算法六  

尝试结合算法三和算法四。还是考虑算法三中提到的六种情况。不妨设所有区间的权值互不相同。

(a) 即从  中移除一个区间 。设  为  最大的能加入  的区间（显然 ），下面说明 
 即为新的最优解：

考虑对比删去  前后上面的贪心过程：

1. 权值大于  的区间是否加入没有变化；

2. 对于权值在  中的区间，假设此时原来不在  中的区间  可以加入，设  中所有权值小于  的区间
集合为 ，那么由于 ，所以 ，那么  对  中区间的限制等效，故  
也可加入 ，与  的最大性矛盾；
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3. 对于权值小于  的区间，由于删去的  满足  是现在所有  类区间中最小的，故将  替换成  后
限制更严，但由于  能加入 ，所以这部分区间是否加入也没有变化。

为了找到  可以先找到最小的  满足时刻  被覆盖了  次，那么  即为  且  最大的 ，容易用线
段树维护（同算法五）。

(b)(c) 看作是先删除了一个  的  中区间。这其实和删除一个  中的区间产生的影响类似（可以看作删除  中
一个权值无穷大的区间），具体同上。对于 ，还要再加入一个  类区间。设  为  最小的从  删除后合
法的区间（显然 ），那么下面类似 (a) 中说明  即为新的最优解：

考虑对比加入  前后上面的贪心过程：

1. 权值大于  的区间是否加入没有变化；

2. 如果 ，则  成功加入；

3. 对于权值在  中的区间，原来在  中的由  合法知它们仍然会加入，原来不在  中的现
在前面多了区间 ，更不可能加入；

4. 对于区间 ，由最小性知每一个  且  都要满足 ，且设 ，
那么如果所选  类区间为 ，则  中有一个时刻被覆盖  次，故可知此时  不会加入；

5. 对于权值小于  的区间，其中原来不在  中的 ，由  最小性知 ，否则  合
法。所以  对  的限制等效，故这样的  肯定也不会加入。对于原来在  中的 ，由  合法
知它们仍然会加入。

找  同样可以先找到最大的  满足时刻  被覆盖了  次，那么  即为  且  最小的 ，容易用
线段树维护（类似算法五）。

(d) 同 (b) 的加入。

(e) 和算法三中没有区别。

(f) 和算法三中没有区别。

所有线段树操作均为 ，每次  移动需要  次线段树操作，总复杂度 ，期望通过所有子

任务。
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