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1 题目简述

给定一棵 n 个点的树 T。记 Tmax 为对 T 从小到大加入点构建的重构树，Tmin 为 T 从大到小加

入点构建的重构树。

具体而言，按某个顺序 ord 构建重构树的流程如下：

1. 维护点集 S，依次遍历每个 p = ordi。

2. 对于所有在原树上与 p 相邻且在 S 中的点 q，将 S 点集的导出子图中 q 所在连通块最晚加入

S 的点在重构树上与 p 连边。

3. 将 p 加入点集 S。

• tp = 1 时，求有多少个 {1, 2, . . . , n} 的子集满足其在 Tmax 与 T 中均为连通块。

• tp = 2 时，求有多少个 {1, 2, . . . , n} 的子集满足其在 Tmax 与 Tmin 中均为连通块。

2 数据范围

子任务编号 n ≤ tp = 特殊性质 分值

1 10 1 无 5

2 2000 1 无 15

3 2× 105 1 树退化为一条链 5

4 2× 105 1 树退化为菊花图 5

5 2× 105 1 无 10

6 10 2 无 5

7 100 2 无 10

8 500 2 无 10

9 5000 2 无 10

10 2× 105 2 树退化为一条链 5

11 2× 105 2 树退化为菊花图 5

12 2× 105 2 无 15

对于所有数据：1 ≤ n ≤ 2× 105。保证给出的边形成一棵树。

2s，512MB。

3 解题过程

3.1 tp = 1

考虑如何计算有多少个子集在 Tmax 与 T 上均为连通块。

先考虑选择 n 的情况。不难发现 T 中所有边在 Tmax 上均连接一对祖先关系的点，同时每一条

Tmax 中的边均被至少一条 T 中的边覆盖，T 中每一条边覆盖的边指的是其两个端点在 Tmax 上的路径

包含的边。
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考虑断掉 Tmax 中的一些边使得两边在 T 中连通。不难发现这等价于 Tmax 中这条边被恰好一条 T

中的边覆盖。

O(n) 找出这些边，显然只有这些边是可以被断掉的。由于计数时要求包含根，如果一个合法的

Tmax 上包含根的连通块分割出了若干个子树，每个子树向上的原树边都一定与这个连通块相连，于是

必须切掉所有这些边。这时，如果每个子树断掉的向上的原树边超过一条，由于每个子树内部显然连

通，外面一定在原树上不连通。如果只有一个，那么显然只有可能跟 Tmax 划分出同样的两部分。因

此，问题等价于只允许删一些边，问包含根的不同连通块数量。直接树形 dp 即可。

枚举子集中的最大值 x，这说明选择子集在 Tmax 上的根为 x。取出 Tmax 的对应子树，对应子树

在 T 中也是连通块。

因此，对每个子树跑一遍树形 dp 求和即可。总复杂度 O(n2)。

考虑优化，从下往上加边，不难发现每个 i 总要和其每个子树中的某个点 v 连边。因此，v 向上

一直到 i 路径上所有点覆盖次数会 +1。也就是说，除了最上面一条边外，其他全部都会变得 > 1。

不难发现均摊总共有 O(n) 条边改变状态，使用并查集找出这些边的改变。使用 ddp 维护即可，

总复杂度 O(n log2 n)。使用全局平衡二叉树可以做到 O(n log n)。

当然，有一种常数更小的 O(n log n) 实现。注意到“改变”是将所有还可以断开的 v 到 i 路径上

除了 i向下的一条边全部设为不可断开，且由于 Tmax 每个点 x往其每个子树的原树边恰好有一条，一

端为 i 的边互不影响。设 v 到 i 路径上倒数第二个点为 u，考虑从 u 的答案中直接扣除所有被设为不

可断开的边的影响，设 fi 为 i 子树的答案，那么 u 的给 i 贡献系数为 fu 乘上所有被设为不可断开的

边 (x, fax)，
fx−1
fx
的乘积。正确性可以感性理解成从上往下将边设为不可断开，而每次对应子树都直

接给 fi 有 fx 的贡献，设为不可断开后贡献则为 fx − 1，因此贡献为 fx−1
fx
。

对于 fx = 0 的情况，将每个值表示为 a × 0b 维护即可。总复杂度 O(n(log n + logMod))，其中

Mod 为模数。

3.2 tp = 2

考虑如何计算有多少个子集在 Tmax 与 Tmin 上均为连通块。

注意到如果一个子集在 Tmax 与 Tmin 上均为连通块，那么它在 T 上也是连通块。证明可以考虑两

个在 Tmin 与 Tmax 上连通的点 (x, y) 对应 T 上的路径。归纳可以发现所有路径上的点都必须在选出的

连通块中。

枚举最大值 x 与最小值 y，希望类似 tp = 1 解决。然而在枚举之后 x 在 Tmax 中的子树或 y 在

Tmin 中的子树不一定合法。考虑寻找最大值 x 最小值 y 对应的极大合法连通块。

一种暴力的方法是维护一个点集 S，轮流取出 Tmax 与 Tmin 中包含 (x, y) 的连通块，迭代即可。

该做法可以类似 tp = 1 在 O(n3) 或 O(n2 log n) 的复杂度内解决问题，但是较为难以优化，对正解帮

助不大。

另一种办法是先以 x, y 原树对应的链为初始子集 R。每次如果有不在 R 且与 R 原树上相邻的 z

满足 y ≤ z ≤ x，则 z 一定需要加入极大合法连通块，因为设 z 向 x, y 链方向的父亲为 w，则 z 必然

在 Tmin 或 Tmax 上是 w 的祖先。由于 w 已经选中，则 z 必须选中。而对于与 R 原树上相邻的 z < y

或 z > x 显然不能加入点集。

不难发现按照以上方法加点后得到的连通块是唯一的。因此该极大合法连通块也就是max = x,min =

y 唯一可能合法的连通块。暴力判断该连通块的合法性，总复杂度 O(n3)。
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考虑枚举 x 后从大往小枚举 y，然后加入所有可能的点，在加入过程中维护其在 Tmax 和 Tmin 上

分别是不是连通块，总复杂度 O(n2)。

考察更多性质，该可能的极大合法连通块包含的点必然是 Tmax 上 x子树与 Tmin 上 y 子树点的交，

这是因为对于所有不在该连通块中的点 y ≤ z ≤ x，必然满足 z → x 上有比 x 更大的或者 z → y 上有

比 y 更小的，因此必然不在某个子树中。而对于所有在该连通块中的点 y ≤ z ≤ x，必然满足 z → x

上没有比 x 更大的且 x → y 上没有比 y 更小的，因此 x, y 在对应子树中一定是 x 的祖先。

问题转化为求所有满足 Tmax 上 x 子树包含 y，Tmin 上 y 子树包含 x 的二元组 y ≤ x，是否有两

子树交集在两树上均为连通块。对于连通块问题，不难想到使用欧拉定理转化，考察点与边对每一组

(x, y) 的贡献。不难发现每一条边和每一个点会给所有 Tmax 中 x 是 p 祖先，Tmin 中 y 是 q 祖先的

(x, y) 贡献，其中 p, q 为对应点或对应边在两树上的 LCA。由于题目要求在两个子树中均为连通块，

因此可以给每个点设 2 的贡献，每条边（Tmin 和 Tmax 中的边）设 −1 的贡献。此时，所有合法连通

块会取到最小值 2 且有且仅有合法连通块可以取到该最小值。

预处理出所有 (p, q)，树剖线段树合并大力维护即可。一个细节是查询的时候需要保证 Tmax 上 x

子树包含 y，Tmin 上 y 子树包含 x，而选择做线段树合并的那棵树上的限制如果每次直接查询另一棵

树到根链的话无法保证。一种方法是通过另外的数据结构手段找出查询链的长度，另一种方法是在做

某个点的修改时同时给这个单点一个 −1 的额外修改，最后查一条链上取到 1 的点数。时空复杂度均

为 O(n log2 n)。

考虑优化空间（好像笔者并没有成功卡掉 O(n log2 n) 空间，欢迎各位 hack）。考虑同一时刻可以

只保留 O(log n) 棵线段树，因此总空间必然不超过 O(n log n)，节点回收即可。

当然，将树剖线段树改为全局平衡二叉树合并可以直接做到 O(n log n)，需要对全局平衡二叉树的

轻子树也带权分治一下使得每个点的儿子数为 O(1)，方便合并。

4 命题思路

本题在笔者思考 Kruskal 重构树的性质时偶然枚举出。本题最初只有 tp = 1，后来在发现“如果

一个子集在 Tmax 与 Tmin 上均为连通块，那么它在 T 上也是连通块”等性质后试图思考求解 Tmin 与

Tmax 公共连通块的问题，之后发掘更多性质并得出 tp = 2 问题的做法。

笔者由于部分分设计、本题区分度及 tp = 1 对 tp = 2 有一定联系与提示等原因，最后保留了

tp = 1 作为本题的一个子问题。

由于笔者实力有限，两问可能仍有优化空间，也欢迎吊标/有更加简洁做法的同学与笔者交流更优

解法。

5 总结

本题题面简洁，切入点为十分平凡的重构树与连通块。正解考察了选手的推性质能力，融合多种

计数、数据结构、图论技巧。整体难度不高，思维与码量较为均衡。部分分设计合理且具有引导性，

使得本题具有较好的区分度。
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6 参考资料

这是一个原创题。没有参考资料。
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