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1 题意  

给一棵树标号  到 ，使得每条边两端差绝对值之和最小，且（存在一个
点到所有点路径标号单调）。

形式化题意  

对于一棵有标号有根树 ，标号 
 是一个一一映射。令一条边 

 的边权为： 。
令整棵树的权为： 。

另外定义一个图 ，其中  当且仅当在  中  到 
 路径上点的标号 ，要么单调递增，要么单调递减。则  必须使

得  的直径不超过 ，即 ，其中  表示 
中  的最短路经过的边数。

给定 ，求 。

2 解法  

引理 1  的充要条件是存在一个点到所有点路径都单
调。

证：充分性显然。必要性：首先，假设  路径均单调，若  不
在  上，取二者对称差可得一条同样合法的路径。由此得到原条件等价于
树上任意路径可以划分成至多两个单调的串。假设一段路径需要分成两段，显
然分割点是唯一的，设为 ，而对于同一个 ，所有的  必定分布
在同一以  为起点的路径  上。同时有 ，而若干两两
相交的路径一定有全体公共点，这个点到所有点都单调。

那么关注这个点（不妨设为 ）。不妨把树看作以该点为根的有根树。

显然，单调路径分单调上升和单调下降两种。事实上我们可以把这个树看
作一个大根堆和一个小根堆共用堆顶。假如我们已经知道了堆的划分方法 

，显然有 。而这个下界是容易达到的，只需
要在公共堆顶  取中间值并复制两个堆的分布即可。

考虑一个堆的情况。我们可以注意到一件事，即将树的“值域”（标号的极
差）压缩必然是优的，并且压缩  的大小至少会减小  的代价。那么假设在堆
的若干个子树中将某些子树进行压缩，两个相交的子树 ，假如  在 
的值域中有  个元素，反之有  个，将两棵子树分别按顺序重排的代价至少
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减少了 。等于重排过程中二者端点移动距离和；然而我们付出的代价
只是其中一者（远离堆顶）的。这启示我们堆的每个子树值域都应该连续。

要证明这一点比较复杂，我有一些详细的归纳讨论，但在此略去。我们将
结论表述如下：

引理 2 一个堆必然存在一种最优策略使得每棵子树标号值域连续。

直接使用这个引理做背包 DP 可以得到一个单次询问  的算法。但我
们可以更详细地讨论：

有了这条引理，我们的一棵子树的代价就可以分为其各个子树内部的代价
之和加上它们之间排列顺序的代价。假设子树大小分别为 ，标号从大到
小顺序为 ，那么答案就是 ，明显地，  应该按  的
反方向顺序分配。（因为乘法满足四边形不等式）

事情到这里就比较简单了。我们还需要考虑两个堆公共顶点处，每棵子树
分配给哪个堆，但稍加分析就可发现，实际上按大小顺序依次交错分给两个堆
是最优的，即代价为 。

现在，静态问题已经可以在  时间（子树排序可以使用计数方法）内
解决了。

那么如何修改呢？

我们可以注意到每个点为根的答案都被算了一次，假如只要算一个点，问
题就会简单很多。但遗憾的是两个堆与点度和子树大小有关的乘积缺乏大小规
律（假如是一个堆，或者两个不公共顶点而是顶点以边相连的堆，那倒简单地
多了。前者最优解是叶子，后者在重心。它们都避免了至少一种因素的影
响。）

那么换一种思路，暴力维护每个点的答案。由于我们的决策与子树大小有
关，那么我们有一个基本的问题：子树大小顺序的改变次数有多少呢？答案是
有些出乎意料的：

引理 3 一棵树添加或者删除一个叶子，子树大小顺序被改变的点数为 
。

我们考虑，假如原本子树就是最大的，加入叶子显然不改变大小；而次大
的也很难改变——这是因为最大子树就是含有重心的子树，而重心每次至多移
动  的距离而已。于是我们可以以重心为根的有根树上做重链剖分，显而易见
地，被改变的点就只能是轻边的父亲了。

那么直接维护就可以了。这里还要注意一点：我们各式各样的贡献可以归
为五种修改：单点加减、子树加减、重链加减、若干个大小顺序连续的子树加
减、改变单个子树顺序。维护全局最小值。那么括号序列树应该是一个好选
择。另外重心移动的细节影响也很多。令人欣慰的是，重心刚刚移动时，原来
的点必然是新重心的最大子树，因而不会带来额外影响。

但实现细节非常复杂。



时间复杂度：

空间复杂度：

3 题目背景  

本题是由一个形式更简洁的问题衍生而来：不要求路径单调，只求每条边
两端差绝对值之和的最小值。然而这个形式简洁的问题却要困难得多，我们连
多项式时间复杂度的算法都没有找到（或查到）。

引理 2 在一般的问题中不成立，这就为状态的化简和划分造成了极大的困
难。也许需要一种全新的理论才能解决。我也怀疑过它是一个 NP 难题，但它
的条件和祖玛的强制消除一样，很难规约证明。

4 总结  

本题考查的内容有：组合决策和组合优化：贪心算法，数据结构：树链剖
分，Link-Cut Tree 等。

本题并不算一道有趣的好题。它繁琐的的实现细节远远超出设计算法的难
度之上，作为一道题目而言或许练习代码能力才是它的主要价值。不过，这也
是背景问题难度的反面表现。

af://n118
af://n121

	《蜀道难》解题报告
	1 题意
	形式化题意

	2 解法
	3 题目背景
	4 总结



