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题目大意

有 n 个在 0 ∼ m 内等概率均匀随机变量 ai。不妨假设将 ai 从小

到大排序过后的结果为 x1, x2, · · · , xn。

询问有多大的概率使得满足如下条件:

∀i ≥ 3, xi ≥ xi−2 + k

答案对质数 p 取模。
1 ≤ n ≤ 50, 1 ≤ k ≤ m ≤ 150, 108 ≤ p ≤ 109。
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出题背景

算协招新，利用学 OI 学到的博弈技巧，把工作人员正反手打爆。

然后客串工作人员把其余学生正反手打爆。

欢迎在进入北大后加入算协出题！
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大前提

不难发现将随机方式改成如下，不会改变答案的期望：

在所有满足 0 ≤ x1 ≤ x2 ≤ · · · ≤ xn ≤ m 的 n 元组中等概率选取
一个，满足题目所描述的条件的概率。
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算法 1

我会推导二元概率函数！

假设 fi,j,k(x, y) 表示考虑了前 i 个随机变量 xi，xi 整数部分为 j，
xi−1 整数部分为 k 的二元概率函数。

fi,j,k(x, y) 满足 xi 整数部分为 j, 小数部分落在 [l1, r1], xi−1 整数部

分为 k, 小数部分落在 [l2, r2] 的概率恰好为
∫ r1

x=l1

∫ r2
y=l2 fi,j,k(x, y)dxdy

转移可以通过二元函数的积分的偏导和积分进行状态的转移。

通过转移函数我们可以归纳证明，所有 fi,j,k(x, y) 均为次数不超过
2n 的关于 x, y 的二元多项式函数。因此直接维护各项系数即可。
时间复杂度 O(m2n3) 或 O(m2n4)，如果采用前缀和优化可以实现

到 O(m2n3)。代码实现难度较高。
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算法 2

我会简单 DP!

如果我们已经知道了 x1, · · · , xn 的小数部分的相对顺序，则整数

部分的方案计数是一个非常简单的 DP。
具体的设 fi,j,k 表示确定了前 i 个数字的整数部分，xi, xi−1 整数部

分分别是 j, k 的概率。转移非常简单。
最后除以满足 0 ≤ x1 ≤ x2 ≤ · · · ≤ xn ≤ m 的方案数即可。
时间复杂度 O(n!× nm2).
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算法 3

我会改进算法 2!

这里我们发现算法 2 的转移仅仅和 xi, xi−1, xi+1 的小数部分的相

对顺序有关。这里我们只需要记录 xi, xi−1 的小数部分在前 i 个数字小
数部分的排名即可。

具体的设 fi,j,k,l,m 表示确定了前 i 个数字的整数部分，xi, xi−1 整

数部分分别是 j, k , 小数部分的相对排名为 l,m 的概率。转移类似于算
法 2，也非常简单。

时间复杂度 O(n4m3)。如果使用前缀和优化可以优化至 O(n3m2).
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算法 4

我会改进算法 3!

当 n ≤ 2 的时候答案为 1. 这种情况可以扔了。
当 ⌈(n+1

2 − 1)⌉k ≥ m 的时候不论怎么排列都不合法，答案为 0.
如果把这两种边界情况挖掉，状态个数能否得到优化？
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算法 4

乍一看状态并没有得到优化，但是我们观察算法 3 的转移，不难
发现当 xi−1 整数部分和 xi 整数部分之差大于 k 的时候，不同状态的
转移完全一模一样。

这提示我们可以只记录 xi，xi−1 整数部分之差对 k + 1 取较小值

的值，而不用存储 1 ∼ m 的值。
将状态优化为 fi,j,k,l,m 表示确定了前 i 个数字的整数部分，xi 整数

部分分别是 j , xi，xi−1 整数部分之差为 k，小数部分部分的相对排名
为 l,m 的概率。转移仍然和算法 3 类似。
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算法 4

此时状态个数为 O(n3km) 。但是由于当且仅当 nk ≤ 2m 的时候
有解，因而实际状态数为 O(n2m2)。

利用前缀和优化，总时间复杂度可以优化为 O(n2m2)，足以通过。

看上去很复杂，但实际上不知道比算法 1 好写到哪里去了。

周雨扬 《招新》解题报告


