
Petrozavodsk Summer 2021 Day 2 — Problem A: AND

Permutation

1 题目大意

原题链接：QOJ 题面

给定 n 个两两不同的非负整数 a1, a2, . . . , an。

保证子掩码闭包：对所有 i 以及所有非负整数 x，若 ai & x = x（& 为按位与），则 x 在输入

序列中。

需把 a 重新排列成 b1, . . . , bn，使得

bi & ai = 0 (1 → i → n).

可以证明解一定存在，输出任意一组解。

输入 输入第一行 n，随后 n 行给出 ai。

输出 输出 n 行，第 i 行为 bi。

2 数据范围

• 1 → n < 2
18；

• 0 → ai < 2
60，互不相同；

• 时间限制 5 秒，内存限制 1024 MB；

3 记号与基本性质

记所有输入数的集合为 A。二进制位下标从 0 起，最低位为第 0 位。对整数 x ↑ N 与整数
k ↓ 0，记

hk(x) =

⌊
x

2 k

⌋
.

定义层为二元组 (S, k)（k ↓ ↔1），其中存在整数 H ↓ 0 使

S = {x ↑ A : hk+1(x) = H}.

称该 H 为该层的递归路径；若对应集合为空，则该层为空。称 S 为活跃集合，当且仅当 S 取

上述形式且在递归过程中被处理。

11

https://qoj.ac/contest/692/problem/1817


由于 0 → x < 2
60，有 h60(x) = 0，故根层为 (A, 59)。

当 k = ↔1 时，所有位模式已固定；因 A 中元素互不相同，若 S ↗= ⊋ 则 |S| = 1。

当 k ↓ 0 时，记

S
(k)
0 = {x ↑ S :第 k 位为 0}, S

(k)
1 = {x ↑ S :第 k 位为 1},

并对 x 定义 lowk(x) = x & (2
k
↔ 1) 为低 k 位。

引理 1 (子掩码闭包的局部形式). 在任意一层 (S, k) 且 k ↓ 0，若 x ↑ S
(k)
1 ，把第 k 位清零得

y = x↔ 2
k，则 y ↑ S

(k)
0 。

证明. 由 x ↑ S
(k)
1 知第 k 位为 1。令 y = x↔ 2

k，则 > k 的各位与 x 相同，k 位由 1 变为 0，< k

的各位保持不变，故 x & y = y。由子掩码闭包 y ↑ A，且 hk+1(y) = hk+1(x)，在第 k 位为 0，故

y ↑ S
(k)
0 。

引理 2 (同层配对映射的可验证性). 在任意一层 (S, k) 且 k ↓ 0，映射 f : S
(k)
1 ↘ S

(k)
0 , f(x) =

x↔ 2
k 良定且单射，因而 |S

(k)
1 | → |S

(k)
0 |。

证明. 良定性由引理 1。若 f(x1) = f(x2)，则 x1 ↔ 2
k
= x2 ↔ 2

k，两边同加 2
k 得 x1 = x2，故为

单射。

4 详细做法

由于 0 → ai < 2
60，二进制最高可能位索引为 59。自根层 (A, 59) 开始递归到 k = ↔1。

在层 (S, k)：若 k = ↔1，则此时所有位均已固定，故 |S| → 1；若 |S| = 1，返回由该唯一元素

构成的赋值集合；若 |S| = 0 则结束该分支。若 k ↓ 0，执行：

1. 分组。 按第 k 位把 S 划分为 S
(k)
0 与 S

(k)
1 。

2. 确定配对。 对每个 x ↑ S
(k)
1 ，由引理 1 取 y = f(x) = x↔ 2

k
↑ S

(k)
0 ；由引理 2，f 为单射，因

而配对唯一且满足 |S
(k)
1 | → |S

(k)
0 |。未被配到的 S

(k)
0 元素保持独立。

3. 递归。 分别在 S
(k)
0 与 S

(k)
1 内部递归到位 k ↔ 1，得到两组该集合的局部重排，且仅在位段

[0, k ↔ 1] 上满足按位与为 0。在递归子阶段中，赋值集合在每个子集合内分别是该子集合元素

的一个置换。

4. 合并（交换赋值）。对每一对 (x, y)（x的第 k位为 1，y的第 k位为 0，且 lowk(x) = lowk(y)），

交换两组递归得到的赋值：x 使用分配给 y 的数，y 使用分配给 x 的数；未被配到的 S
(k)
0 元素

沿用本组递归赋值。

完成所有二进制位后，对 A 的重排即确定。设赋值函数 g : A ↘ A 将每个 x ↑ A 映射到赋给

x 的数，最终输出按输入顺序取 bi = g(ai)。
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5 正确性证明

归纳陈述

在层 (S, k) 的处理完成后（当 k ↓ 0 时即合并后）满足：

(i) 对所有 x ↑ S，赋值 vx 满足 vx & lowk+1(x) = 0；

(ii) 赋值集合 {vx : x ↑ S} 与 S 一一对应，为 S 的一个置换。

当 k = ↔1 时，若 S = {z}，返回 vz = z，满足 (i) 与 (ii)；若 S = ⊋，结论同样成立。

从 k ↔ 1 推到 k（k ↓ 0）

取任意一对 (x, y)，其中 x 的第 k 位为 1、y 的第 k 位为 0，且 lowk(x) = lowk(y)。

递归在位段 [0, k ↔ 1] 分别给出赋值 vx 与 vy，并且（由归纳陈述 (ii)）vx ↑ S
(k)
1 、vy ↑ S

(k)
0 ，

满足

vx & lowk(x) = 0, vy & lowk(y) = 0.

由于低 k 位相同，vx 与 lowk(y) 相与为 0，vy 与 lowk(x) 相与为 0。合并时交换赋值：令 x

取 vy、y 取 vx。则：

• 在第 k 位：vy 来自 S
(k)
0 ，其第 k 位为 0，于是 vy & x 在该位为 0；vx 来自 S

(k)
1 ，其第 k 位为

1，而 y 的第 k 位为 0，于是 vx & y 在该位为 0；

• 在低于 k 的位：由归纳陈述 (i) 与 lowk(x) = lowk(y)，相与仍为 0。

未被配到的 z ↑ S
(k)
0 保持 vz，其第 k 位为 0，低位由归纳陈述 (i)保证。故 (i)在 [0, k]成立。

对 (ii)：递归在 S
(k)
0 与 S

(k)
1 内部分别给出了到各自集合的置换。合并阶段仅在每一对 (x, y)

上交换两侧赋值 vx 与 vy，交换是两元素置换的组合，未配到元素保持不变，因而总体仍为 S =

S
(k)
0 ≃ S

(k)
1 的一个置换。由引理 2，每个 x ↑ S

(k)
1 有唯一配对 y ↑ S

(k)
0 ，交换恰好覆盖这些成对元

素，不重不漏，故 (ii) 保持成立。

定理 1 (正确性). 最终得到的是 A的一个重排，且对每个输入位置 i，输出的 bi 满足 bi & ai = 0。

6 复杂度分析

设最高考虑位数 L = 60。每层执行分组、配对、交换赋值。

存在如下三种做法：

• 哈希表： 为每个活跃集合 S 维护一张独立哈希表，以 lowk 为键记录配对。记全局元素数为

n。在整个按位递归过程中，每一层所有活跃集合的元素总数之和为 n，故每层代价为 O(n)，

总时间 O(nL)，空间 O(n)。
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• 提前排序 + 双指针： 初始按数值升序排序。对任一层 k，将 S 按第 k 位分裂为 S
(k)
0 与 S

(k)
1 ；

在固定 > k 位与第 k 位后，元素仅在低 k 位上可能不同。由于 A 中元素互不相同，低 k 位在

各自子序列中两两不同。高位固定时，数值大小比较等价于按 lowk 比较，故两子序列按 lowk

严格升序。于是可用双指针在线性时间同时扫描两序列，并按相等的 lowk 完成配对。总时间

O(n log n+ nL)，空间 O(n)。

• 平衡树映射（map）： 查找/插入为 O(log n)，每层 O(n log n)，总时间 O(nL log n)，空间

O(n)。
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