
3 QOJ1876 - MIPT: Connecting People

3.1 题面描述

你有一张无向图 G，点用二元组表示，一共 n 行，对于每个 i，第 i 行有 ai 个点，
分别用 (i, 1), (i, 2), · · · , (i, ai) 表示。

初始，所有 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j < ai，存在一条 (i, j) 与 (i, j + 1) 之间，边权为 vi 的
无向边。

现在你可以向这张图中再加入 n− 1 条边，边需要满足如下条件：

• 选定两行 1 ≤ i < j ≤ n，以及一列 1 ≤ x ≤ min(ai, aj)，若满足对于任意 i < k < j，
都有 ak < x，则你可以在这 (i, x) 与 (j, x) 之间建一条边权为 M 的无向边，其中
M 为给定常数。

加入所有边之后，你需要让整张图连通。在此基础上，设所有点两两最短路之和为
D，你需要输出 D 的最小值。

1 ≤ n ≤ 60, 1 ≤ ai ≤ 3000, 1 ≤ M, vi ≤ 106, S =
∑n

i=1 ai ≤ 3000。

3.2 题解

把图转过来，转成直方图。

一个基本的观察是我们连出来的图是一棵树，那么最短路的贡献就可以拆到每条
边上，即为两边子树大小乘积。

我们不妨初步考虑用最高的列作为根，此时有一个好的性质即为，不会有边从这列
上方跨过去。进一步地，我们可以发现这个列向外连的所有边将其它列分为了若干子
树，并且每个子树包含的列都是一个区间：

因此我们可以初步产生一个想法：令 fl,r,X 表示区间 [l, r] 组成了一个子树，且这个
子树和外界相连的点在 X。注意到根据我们状态递归出来的形态，一定也没有跨过 X
这一列的边，因为 X 要么向左连出区间，要么向右连出区间。

但是直接转移也只能做到比较高的复杂度，需要进一步优化。

注意到我们没可以不在列上考虑子树关系，直接把状态设到内部的点上。
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具体地，我们考虑转移 f 的时候暴力拆解出向上和向下的子树，设如下三个状态：

• fl,r,X，表示区间 [l, r] 的列组成了一个子树，这个子树和外界相连的点在 X。

• gl,r,X，表示我们只考虑 X 的列内在 X 及之下的部分的子树，包含了 [l, r] 列区
间。

• hl,r,X，表示我们只考虑 X 的列内在 X 及以上的部分的子树，包含了 [l, r] 列区
间，注意到这个状态只用存一个区间的列，并且满足 X 不在 [l, r] 内，这是因为
在根向上的部分，其一定向左或者向右一边能出子树，因此能出子树的这一边一
定不会在 h 的状态里。

具体如图：

f 的转移即为枚举 X 上下的区间，将其拆成一个 g 状态以及一个 h 状态。

g 的转移即为讨论 X 是否有出边，若有则拆出去一个 f，然后剩下的用 g 处理。

h 的转移即为讨论 X 是否有出边，若有则拆出去一个 f，然后剩下的用 h 处理。

使用分步转移可以做到转移 O(n)，而状态数是 O(n2S)，因此总复杂度为 O(n3S)，
常数较小。
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