
4 QOJ1832 Crab’s Cannon 解题报告

4.1 题面描述

给定 n, l 以及 n 个互不相同的正整数 ai，称一个集合 S 是好的当且仅当存在一个
长为 l 的字符集不限的字符串满足 S 恰好是其所有回文前缀的长度构成的集合。

求 ai 构成的集合 A 的超集里好的集合的最小大小。

2 ≤ n ≤ 3× 105，1 ≤ ai ≤ l ≤ 1018。时间限制 3s，空间限制 512MB。

4.2 题目解法

4.2.1 约定

• s′ 表示字符串 s 的反串。

• |s| 表示字符串 s 的长度。

• a+ b 表示字符串 a 和 b 按顺序拼接的结果。

• si 表示串 s 的第 i 个字符，如无特殊说明，下标从 1 开始。

• s 有周期 x 表示 ∀1 ≤ i ≤ |s|− x, si = si+x。

4.2.2 判定性问题

我们先考虑判定性问题，即判断集合 A 本身是否是好的，显然 A 集合必须包含 1。

平凡地，我们有如下的暴力做法：

直接考虑 A 中每个回文前缀造成的字符等价关系，然后把每个等价类赋值成不同
的字符，最后检查整个串是否只有这些前缀是回文的。

考虑如何优化这个判定过程，我们有引理如下：

引理 4.1. 若串 s 有长为 x, y 的两个回文前缀，且 x < y, 2x > y，那么 s 也有长为
2x− y 的回文前缀。

证明. 当 i ≤ 2x− y 时，有 si = sx+1−i = sy−x+i = s2x−y+1−i。 !

利用这个结论，考虑把 A 集合的元素从小到大排序，对于相邻的 x < y，我们判断
是否有 2x− y ≤ 0 或 2x− y ∈ A。

全都满足时考虑增量构造 s。

如果 2x− y ≤ 0，直接令新的 s 为 s+ t+ s′，其中 t 是一个长为 y − 2x 的回文串，
且前一半的字符不重复且未出现过。
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如果 2x− y > 0，设 t 是 s 长为 y − x 的前缀，我们令新的 s 为 s+ t′。此时 s 长
为 y − x 的前缀为 t，而中间剩的部分是长为 2x − y 的后缀，因为 s 回文它也是长为
2x− y 的前缀，因此中间也是回文的。

因此在我们构造的过程中，新的等价类中的字符是从未出现过的，且旧的等价类不
会合并，因此这个暴力构造被优化到了 O(l) 的复杂度。

那么这个引理是否是充要的呢？不幸的是，我们有如下反例：

A = {1, 2, 4}，可以发现 s 只能形如”aaaa”。
这告诉我们，有可能在复制长为 y − x 的前缀的反串（也即长为 y − x 的后缀）到

s 末尾时，也产生了一些介于 x, y 之间的多余的回文前缀。

在进行进一步的分析之前，我们先给出下面的引理并证明：

引理 4.2 (弱周期引理). 若 s有周期 x, y，且 x+y ≤ |s|，那么 s也有周期 gcd(x, y)。

证明. 不妨设 x > y，为了方便起见，我们下面认为字符串下标从 0 开始。

考虑对每个 i 说明 si = si mod gcd(x,y)，首先我们令 j = i mod x，依定义有
si = sj。

由裴蜀定理，存在正整数 k 满足 ky mod x = gcd(x, y)，于是存在非负整数 k
满足 (j + ky) mod x = i mod gcd(x, y)。

考虑从 z = j 开始令 z 加 k 次 y，每当 z ≥ x 时，就让 z 减去 x。可以发现这
个过程中始终有 sz = sj，且最后 z = i mod gcd(x, y)。于是得证。 !

回到刚才的问题，我们要分析在复制长为 y − x 的前缀的反串（也即长为 y − x 的
后缀）到 s 末尾时，什么时候绘产生一些介于 x, y 之间的多余的回文前缀。

首先，我们有 y − x ≤ x，即 2x ≥ y。不妨设存在 z ∈ (x, y) 使得 z 也是回文前缀，
那么有 y− z + y− x ≤ 2(y− x) ≤ y，于是有 y− gcd(y− z, y− x) 也是回文前缀，且容
易发现 gcd(y − z, y − x) 是 s 长为 y 的前缀的周期。

类似上面的证明，我们也能说明多出来的所有前缀 z 加上 x, y 本身构成了一个等
差数列，且公差为长为 y 的前缀的一个周期以及这个前缀长为 y− x的后缀的最小整周
期。

不妨设公差为 d，那么最短的多出来的回文前缀是 x + d，而由引理 4.1 我们知道
x− d 也是回文前缀。

由于我们只关心之前的判据不对的情况，我们有 2d ≤ y − x ≤ x。

设长度小于 x 的最长回文前缀为 w，显然有 w ≥ x− d。

因为 x − (x − d) + x − w ≤ 2d ≤ x，我们可以再次使用弱周期引理，得到
x− gcd(d, x−w) 也是回文前缀，进一步有 x−w | d、长为 x 的前缀有长为 x−w 的周
期、长为 y 的前缀长为 y − x 的后缀也有长为 x− w 的周期。

而因为 d 是最小整周期，x− w | d 且也是周期，所以必然有 x− w = d。

于是此时一定有 x− w | y − x，且 x− w '= y − x。
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总结一下，集合 A 是否是好的可以用如下条件判定：

• 判断是否有 1 ∈ A。

• 判断对于 A 中排序后相邻的任意 x < y 是否都有 2x ≤ y 或者 2x− y ∈ A。

• 判断对于 A 中排序后相邻的任意 x < y < z 是否都有 2y < z 或者 y − x = z − y
或者 y − x ! z − y。

如果以上条件都满足，那么 A 就是好的集合。为了方便起见，我们称第二个条件
为 C1，第三个条件为 C2。

4.2.3 原问题

下面让我们解决原问题。

首先，我们考虑怎么优化回文前缀集合的存储，因为它最大可以达到 |s| 的大小。

由 C1，我们首先能推出回文前缀长度排序后的差分是不降的，更进一步地，我们
有以下引理：

引理 4.3. 一个回文串 s 所有回文前缀的长度构成了 O(log |s|) 个等差数列。

证明. 设 s 长度为 n，且 s 有长为 x 的回文前缀，那么有：si = sx+1−i = sn−x+i，
于是 s 有长为 n− x 的周期，反之亦然。

考虑 s 长度在 [2k, 2k+1) 之间的所有回文前缀，不妨设最长的长度为 y，那么
对于任意两个长度在 [2k, y) 的回文前缀 u, v，s 长为 y 的前缀有周期 y − u, y − v，
于是有周期 gcd(y − u, y − v)，即有回文前缀 y − gcd(y − u, y − v) ≥ u。

若长度在 [2k, 2k+1) 之间的回文前缀数量 ≤ 2，这些回文前缀构成了至多一个
等差数列。

否则，考虑取 u 为次长回文前缀，v 为任意 [2k, u) 的回文前缀，那么由 u 是
最长有 y − gcd(y − u, y − v) = u，即 y − u | y − v。

而一个串有周期 x 时显然也有周期 px，于是长度在 [2k, 2k+1) 之间的回文前
缀 v 满足 y − u | y − v，且任意 y − v = k(y − u) 的 v 都是回文前缀，于是长度在
[2k, 2k+1) 之间的回文前缀构成了一个公差为 y − u 的等差数列。

于是每个 k 对应的 [2k, 2k+1) 区间里只有一个等差数列，总共至多有 O(log |s|)
个等差数列。 !

结合这个引理，回文前缀长度排序后的差分只有 O(log |s|) 个值不同的连续段，且
值单调不降。

下面我们把输入的回文前缀长度排序后做差分，然后依次把这些差分加入到回文
前缀长度差分的集合里，分类讨论发生了什么。

我们称一个差分是“大的”当且仅当它大于之前的所有差分之和，设当前插入的差
分为 x，有如下几种情况：
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1. x 是大的。

2. 设上一个差分是 y，如果有 y | x，把 x 劈成 x
y 个 y 直接加入即可。

3. 若 y < x，我们对 x 使用 C1。如果存在一段差分数组的后缀和为 x，直接加入 x，
否则找到对应的位置把那个差分按照 x 的位置劈成 u, v，并把在它之后的连续段
先暂时取出来。我们依次加入 u, v 以及后面的连续段和 x，因为后面的连续段已
经满足了 C1，所以只需依次检查是否会被第二种情况劈开即可。

4. 若 y > x，我们先用 C1 把 y 劈成 z 与 k 个 x（z < x），然后加入 z 和 k+1 个 x。

我们容易说明上面的做法是对的，但是其复杂度并不正确，因为把一个差分劈开的
情况会造成多次递归。

下面，我们再次使用弱周期引理来优化：

如果把一个差分 y 劈成若干个差分 b1, b2, . . . , bk，且 y 不大于之前的所有差分之和，
那么直接把 y 劈成若干个 gcd(b1, b2, . . . , bk) 也是正确的。证明和之前的情况类似。

于是，上面第三条把 y 劈成 u, v 的时候，如果 y 不是大的，那么我们直接把它们
劈成若干 gcd(u, v) 并只做一次递归，否则依次加入 u, v。第四条把 y 劈成 z 和 k 个 x
的情况同理，如果 y 不是大的，直接加入 x+y

gcd(x,y) 个 gcd(x, y)。

此时我们的算法只有在劈开一个“大的”差分的时候会产生多于一个递归，不产生
额外递归的时候至多把所有段弹出再插入，一次只会贡献 O(log |s|) 的总复杂度，而上
述的两种情况都至多会贡献两个新的“大的”差分。

如果两个差分中有大的，只会产生 O(1) 的额外复杂度。否则这次操作完全销毁了
一个“大的”差分。

这里我们认为两个差分中只有一个“大的”的情况相当于继承了原来的“大的”差
分，而两个差分都是“大的”的情况是先继承了原来的差分，然后创建了一个新的差分。

因为整个算法流程仅仅在劈开原有的差分，所以所有创建的“大的”差分之间是不
交的，于是它们的总数就只有 O(log |s|)。

而我们产生额外递归的情况会销毁一个大的差分，并且可以视作每额外递归一次
会产生 O(log |s|) 的复杂度，于是总复杂度就为 O(n log |s|+ log2 |s|)，足以通过这道题。
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