
题目大意  

数轴上共有  个点，第  个点坐标为 ，有权值 。你需要在数轴上方连线，使得每条线连接的两点权
值不同，且连线之间两两除端点外不交。试最大化连线数，并给出方案。

数据范围  

， 。

解题过程  

不妨把链看成环——显然这并不会改变一组连线方案的合法性。对于相邻的两个点，显然我们总会选择
能连则连；而剩余的连线数上界不会超过多边形三角剖分中的弦数 。我们断言，如果环上有至少 

 种不同的权值，那么这一上界总是能够取到。

这里我们给出一个构造性证明：对于环上任意相邻的三个点 ，若 ，则可以在  和  之
间连线，其效果相当于将  从环上删去。当权值为  的点不只有  一个时，问题变成了形式完全相
同，但规模更小的问题。反之，只有  一个点权值为 ，那我们可以将其与环上不相邻的所有点连线。

容易发现在至少有三种权值时，总能找到这样的 ，并且这一构造一定能连出  条线。具体实
现时，可以使用两个链表来维护这一过程。

现在还剩下只有两种权值的情况。可以归纳说明，对于一个长为  的只有两种权值的环，设其上恰有  
个权值相同的相邻对，则不相邻的连线数至多为 。具体而言，对  这一维归纳：  时，
命题显然成立；否则考虑一条不相邻的连线  将圆环分成两个部分，设其对应的  分别为 

 和 。由于 ，因此两部分相邻相同对数的和没有增加，即 。而显
然有 ，因此根据归纳总连线数为 

，证毕。这一证明也告诉我们，每次任意选择一条合法的连

线，在只有两种权值的情况下总是对的。感谢朱鹏睿同学提供这一证明。

参考资料  

本场比赛的题解。

Kilk Not  

题目大意  

给定长为  的字符串 ，其中每个字符均为 0、 1、 ?  三者之一。给定 ，满足  与  中 ?  的

个数相等。你需要求出将  中所有 ?  替换成  个 0，  个 1  后，其最长相同字符子串的最小值。

数据范围  

， 。

解题过程  

首先二分答案。设最长相同子串的长度不超过 ，我们只需解决这一判定问题。接下来给出一个结论：
设所有 ?  替换为 01  且满足  的限制的字符串中， 0  的个数最少为 ，最多的为 ，目标串中 

0  的个数为 ，则存在满足题目条件的串当且仅当 。证明：

结论的必要性是显然的。我们考虑如何证明其充分性。
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设  分别为  对应的字符串。记 。注意到 
，而且  和  间 0  的个数相差不超过 ，因此必然存在  使得 

 中 0  的个数恰为  个。只要 ，就不难说明  同时满足最长相同子串的限

制。

接下来我们会说明确实存在一个这样的 。不妨假设 ，因为两个不等号取等的情况

是平凡的。取最大的  使得  中 0  的个数小于 ，由定义可知  为 0，  为 

1。考虑反证，若不存在这样的 ，则必须有  为 1，否则  即为一个可能的 。但由  

的定义，  也必须为 1，否则  中 0  的个数将同样为 。这样推演下去，可以发

现 ，  均为 1，于是可以得到  的矛盾事实。因此原命题成立，

证毕。

有了这一结论，我们只需想办法对二分的  求出  以及  即可解决问题。以求  
为例，设  表示考虑前缀  并在  处填入字符 ，可能的 0  的个数的最大值。每次枚举一个极

长相同子串进行转移，并使用单调队列优化，即可做到单次 。结合二分答案，总复杂度 
，可以通过。

参考资料  

本场比赛的题解。

Lonely King  

题目大意  

给定一颗  个点的叶向树，每个点有权值 ，初始每条边均为蓝色。每次操作可以将一条由蓝边形成的
路径  替换为红边 。你需要最小化所有可达点对  
的权值乘积  之和。

数据范围  

， 。

解题过程  

观察最优解的结构：由于替换一条蓝色路径总是会使答案变小，因此最终树上每个叶子会恰好有一条来
自祖先的红边。更具体来说，根以外的每棵子树内应该恰有一个叶子经由红边连向子树外，其余的都留

在了子树内。

根据上述观察，可以设计如下状态：记  表示以  为根的子树内，叶子  连向子树外时，其余叶子
节点所造成贡献的最小值。现在，我们来考虑点  恰有两个儿子  时的情况，则不难写出转移 

，同理有 。这是一个标准

的一次函数斜截式，即直线  和  在  处的最小值，可以使用
李超线段树维护，合并两个子树可以使用李超线段树。多个儿子只需按照两个儿子时的情况不断合并即

可。

根据李超树合并的复杂度分析，总复杂度为 。
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