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题意

▶ 给定 n,m, p 对于所有 1 ≤ i ≤ n 和 1 ≤ j ≤ m 计算 i 个点 j
条边的有标号无重边无自环联通广义串并联图数目对 p 取
模的结果。

▶ n,m ≤ 50, 108 ≤ p ≤ 109，保证 p 是素数，2 s。



正解 1-刻画

▶ 考虑用图收缩操作刻画广义串并联图的方式。
▶ 事实上不断地做图收缩操作后得到的图是唯一确定的，因此
我们考虑定义变换 f : G → G′ 表示从图 G 出发不断执行图
收缩操作最后得到图 G′。考虑通过 f(G) 计算答案。具体地
我们对于 f(G) ̸= ∅ 的每个 f(G) 计算其对应的 G 数目。再
用总的联通图数目减去这个值就是答案。



正解 1-计算 f(G)

▶ 考察非空的 f(G) 应该满足什么条件，该如何去计数。

▶ 非空的 f(G) 应该满足所有点度数均大于等于 3，我们利用
容斥计算这样的图的数目。
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正解 1-计算 f(G)

▶ 我们用如下 5 种结构对图中的度数小于等于 2 的点进行描
述。

1. 孤立环：1− 2− 3− 4− 1。
2. 孤立链：5− 6− 7− 8。
3. 挂在点上的链：(10)− 13− 14− 15。
4. 挂在点上的环：(9)− 16− 17− 18− (9)。
5. 点之间的链：(9)− 19− 20− 21− (11)。



正解 1-计算 f(G)

▶ 注意到如果我们钦定图上一些二度点，一度点以及零度点，
那么被钦定的点存在唯一地被划分为上述 5 种极大结构的
方式。

▶ 于是考虑设 dpi,j,k 表示有 i 个未钦定的点，j 个钦定的点，
一共有 k 条边的所有方案带权和。

▶ 为了防止计重我们加入一个极大结构时需要保证其中编号最
小点的编号是当前所有钦定的点中编号最小的，也就是加入
一个 z 个点的结构系数为

(z+j−1
z−1

)
。

▶ 为了方便我们可以开始认为钦定的点和未钦定的点独立编
号，最后乘上一个

(i+j
i
)
即可。

▶ 容易发现这个部分复杂度是 O(n4) 的。



正解 1-从 f(G) 还原到 G
▶ 考虑从 f(G) 还原 G 的过程。
▶ 事实上我们会将 f(G) 中的一些边替换为一张进行若干次图
收缩操作后得到一条边的图，还可能会将 f(G) 中的一些点
上挂上一个一度点，并将这个一度点替换为一张进行若干次
图收缩操作后得到一个点的图。

▶ 但是这两个部分会算重，具体而言：

▶ 我们可能会用下面两种方式计算到这个图：
1. 在 3 上挂 5，在 4 上挂 6，将边 3− 4 替换为
(3)− 7− 8− (4)− (3)。
2. 将边 3− 4 替换为 (3)− 7− 8− (4)− (3) 和 3− 5 以及
4− 6。



正解 1-从 f(G) 还原到 G

▶ 考虑如何防止计重。
▶ 我们发现当我们将边 u − v 替换为图 G 时，要求 G 中所有
点都满足：
1. 可以在不经过 u 的前提下抵达 v。
2. 可以在不经过 v 的前提下抵达 u。

▶ 即可保证一张图不会被算到多次。
▶ 如果求出了 fi,j, gi,j 分别表示能收缩成一个点的 i 个点 j 条
边的图数目和能收缩成一条边的 i 个点 j 条边的图数目，那
么可以通过容斥计算出能收缩成一条边且满足上面这个要求
的图数目。具体而言 g 是由满足要求的图两边挂上能收缩成
一个点的图形成，因此倒推一下方案数即可。

▶ 这个部分暴力做是 O(n6) 的，但是我们分步卷积一下：先将
两侧挂上能收缩成一个点的图的方案卷起来，再将得到的数
组和满足要求的图对应的数组卷起来即可优化到 O(n4)。



正解 1-求答案

▶ 考虑计算 f, g。
▶ 容易发现可以通过答案数组直接求出 f，唯一的问题是如何
计算 g。

▶ 给出下面的结论：一个联通图 G 可以通过若干次图收缩操
作后得到边 u − v 当且仅当其加上这条边后是一个广义串并
联图。

▶ 证明比较困难，放在最后一页。
▶ 那么有了这个结论我们就可以来计算 g。具体地，考察 g 对
应的图 G 收缩成边 u − v 时，我们研究图 G 加上这条边后
形成的图 G′ 形态，对边 u − v 是否是图 G′ 中的重边，是否
是图 G′ 中的割边即可从答案数组推出 g。

▶ 最后将 f, g, dp 合并的过程暴力做仍然是 O(n6) 的，但是我
们依然可以通过分步卷积优化到 O(n5)。



正解 2 from Navia

▶ 对于一张图 G，记其中的所有极大点双连通分量为
{G′

1,G′
2, . . . ,G′

k}，那么 G 是广义串并联图的充要条件是对
于任意 1 ≤ i ≤ k 都有导出子图 G′

i 可以只通过不断进行
compress 和 twice 操作得到一条边。

▶ 所以我们可以对每个点双计算合法方案然后拼起来。
▶ 对于一个点双 G′ 而言，根据前面的结论其可以被收缩为任
意一条存在于其中的边 u − v。我们考虑从 u − v 还原整个
点双的过程：不断地加入重边或者往边中插入一个点。然而
直接考虑这个过程肯定会算重。



正解 2 from Navia

▶ 假若最后收缩成边 1− 4，那么我们像上图一样直接将其展
开为一张杏仁图。也就是由若干 s(u) → t(v) 的路径构成的
图，不难发现图中每条边依然是一个将一张图收缩为一条边
的子问题，于是从小往大 dp 求出所有答案即可。

▶ 注意我们计算了点双收缩成其中的每条边的方案，因此计算
出来的 i 个点 j 条边的方案数还要除以 j。

▶ 时间复杂度也是 O(n5) 的。



引理
▶ 一个广义串并联图 G 可以通过若干次图收缩操作变成一条

EG 中存在的边。
▶ 对图 G 建出 Top tree T，接下来我们归纳地证明：对于

u ∈ T，定义 subu 表示 u 子树内的点构成的子图，定义
pathu 表示 u 的上下界点构成的边，我们可以通过若干次图
收缩操作将 G\subu 内的点和边变成 ∅ 或者 pathu。

▶ 假若 u 是 Top tree 的根，该结论显然成立。
▶ 否则如果：

1. u 的父亲是 rake 节点，假若 pathu = pathfau，则可以将 u
的兄弟节点收缩为 ∅ 即可，否则将 pathfau 和 u 的兄弟一并
收缩为 ∅ 即可。
2. u 的父亲是 compress 节点，将 u 的兄弟 v 收缩成 pathv
之后，如果 pathfau 存在则对 pathfau 和 pathv 执行一次
compress 操作，否则对 pathv 执行 rake。
3. u 的父亲是 twice 节点，将 u 的兄弟 v 收缩成 pathv 之
后，如果 pathfau 存在则对 pathfau 和 pathv 执行一次 twice
操作。

▶ 从上到下归纳即可证明该引理。



结论证明

▶ 充分性证明：由引理 1 可得图 G 加上边 u − v 后可以通过
进行若干次图收缩变成边 u − v，而在该收缩过程中，由于
最后保留了边 u − v 以及点 u, v，所以过程中所有操作均不
涉及对点 u, v 的度数要求，又因为图 G 本身是联通的，所
以一定对新加入的边 u − v 执行过 twice 操作。因此图 G 本
身也可以通过执行若干次图收缩操作变成边 u − v。

▶ 必要性证明：在图 G 执行若干次图收缩操作变成边 u − v
的收缩过程中：由于最后保留了边 u − v 以及点 u, v，所以
过程中所有操作均不涉及对点 u, v 的度数要求，所以我们往
图 G 上加入一条额外的边 u − v 不会影响收缩过程，最后
将额外加入的边与原本的边先执行一次 twice 操作再执行一
次 rake 操作即可将图变成孤立点。因此加上边 u− v 后的新
图也是广义串并联图。


	题意
	正解 1
	正解 2 from Navia
	结论证明


